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04 Equidistribution de sous-varie´te´s spe´ciales.
Laurent Clozel, Emmanuel Ullmo
1 Introduction
Soit S une varie´te´ de Shimura sur C. On de´finit sur S un ensemble de
points spe´ciaux (les points a` multiplication complexe) et un ensemble de
sous-varie´te´s spe´ciales que l’on appelle sous-varie´te´s de type de Hodge. Les
de´finitions qui seront donne´es plus tard dans le texte sont pre´sente´es de
manie`re tre`s agre´able dans le papier de Moonen [8].
Dans ce cadre Andre´ et Oort font la conjecture suivante. Soit Y une sous-
varie´te´ de S, il existe un ensemble fini {S1, . . . , Sr} de sous-varie´te´s spe´ciales
avec Si ⊂ Y pour tout i tel que toute varie´te´ spe´ciale Z de S contenue dans
Y est en fait contenue dans un des Si. Le re´sultat le plus profond dans la
direction de cette conjecture a e´te´ obtenu par Edixhoven et Yafaev [5].
On de´finit dans ce texte une classe assez large de sous-varie´te´s spe´ciales
que nous appellerons fortement spe´ciales par manque d’une terminologie plus
ade´quate. De´crivons les sous-varie´te´s fortement spe´ciales:
Soit S une varie´te´ de Shimura associe´e a` une donne´e de Shimura (G,X)
pour un groupe alge´brique adjoint sur Q et une G(R)-classe de conjuguaison
X de morphismes:
h : S −→ GR,
ou` S de´signe le tore de Deligne ResC/RGm. Une sous-varie´te´ spe´ciale de S est
associe´e a` un Q-sous-groupe alge´brique re´ductif H . Les sous-varie´te´s forte-
ment spe´ciales seront celles qui sont associe´es a` un Q-sous-groupe alge´brique
semi-simple HQ qui n’est contenu dans aucun Q-sous-groupe parabolique
propre de GQ. Le re´sultat principal de ce texte est
The´ore`me 1.1 Soit Y une sous-varie´te´ d’une varie´te´ de Shimura S. Il ex-
iste un ensemble fini {S1, . . . , Sk} de sous-varie´te´s fortement spe´ciales de
dimension positive Si ⊂ Y tel que si Z est une sous-varie´te´ fortement spe´ciale
de dimension positive avec Z ⊂ Y alors Z ⊂ Si pour un certain i ∈ {1, . . . , k}.
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Le the´ore`me 1.1 se de´duit d’un e´nonce´ ergodique. Toute sous-varie´te´
spe´ciale Z de S est munie d’une manie`re canonique d’une mesure de proba-
bilite´ µZ .
The´ore`me 1.2 Soit Sn une suite de sous-varie´te´s fortement spe´ciales. Soit
µn la mesure de probabilite´ associe´e a` Sn. Il existe une sous-varie´te´ fortement
spe´ciale Z et une sous-suite µnk qui converge faiblement vers µZ . De plus Z
contient Snk pour tout k assez grand.
On obtient la preuve du the´ore`me 1.1 en conside´rant une suite de sous-
varie´te´s fortement spe´ciales maximales Sn parmi les sous-varie´te´s fortement
spe´ciales contenues dans Y . En passant a` une sous-suite on peut supposer
que µn converge faiblement vers µZ . Comme le support de µZ est contenu
dans Y , on en de´duit que Z ⊂ Y . Par la maximalite´ des Sn et le fait que
Sn ⊂ Z pour tout n assez grand, on en de´duit que la suite Sn est stationaire.
La preuve des re´sutats principaux de ce texte repose sur des re´sultats
ergodiques . L’outil principal de ce texte est la conjecture de Raghunathan
sur les flots unipotents de´montre´e par Ratner [12] [13] et pre´cise´e par Mozes et
Shah [10]. Dans la deuxie`me partie de ce texte nous expliquons, dans le cadre
arithme´tique qui nous concerne, les re´sultats ergodiques dont nous avons
besoin. La troisie`me partie repose essentiellement sur la the´orie des donne´es
de Shimura (G,X) de´veloppe´e par Deligne [3] [4] interpre´tant les travaux
de Shimura. On y montre les re´sultats pre´liminaires a` la de´monstration
des proprie´te´s de stabilite´ de l’ensemble des sous-varie´te´s fortement spe´ciales
obtenues en de´but de quatrie`me partie. Les the´ore`mes principaux sont alors
de´montre´s a` la fin de la quatrie`me partie. Nous donnons aussi des exemples
ou` le the´ore`me 1.2 est mis en de´faut pour des suites de varie´te´s spe´ciales
associe´es a` des groupes Hn qui ne sont pas semi-simples ou qui sont contenus
dans un Q-parabolique propre.
Remerciements. Les auteurs remercient le rapporteur pour d’utiles
commentaires qui ont conduit a` une ame´lioration notable du re´sultat princi-
pal de ce texte.
2 Pre´liminaires sur les groupes
Notations. Soit H un groupe alge´brique; conforme´ment a` l’usage on notera
H0 la composante connexe de H pour la topologie de Zariski. Had, Hder
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et Hsc de´signent respectivement le groupe adjoint, le groupe de´rive´ et le
reveˆtement simplement connexe de Hder. On notera Ru(H) le radical unipo-
tent de H . Si H est un sous-groupe de G, on notera NG(H) le normalisateur
dans G de H et CentG(H) ou ZG(H) son centralisateur. Si H est semi-
simple connexe et de´fini sur un corps k, H est produit presque direct de ses
k-sous-groupes connexes normaux minimaux H1, . . . , Hr ([11] prop2.4 p.62).
Si H est adjoint ou simplement connexe ce produit est direct ([11] p.62). Par
abus de langage les Hi seront appele´s facteurs k-simples de H dans la suite
du texte.
Si H1 est un facteur R-simple d’un groupe semi-simple connexe H
sur R, on dit que H1 est compact ou non compact si H1(R) est compact
ou non compact. On notera dans cette situation H(R)+ la composante con-
nexe de H(R) pour la topologie re´elle et H(R)+ la pre´image de H
ad(R)+ par
l’application adjointe. Si de plus H est de´fini sur Q, on note
H(Q)+ = H(R)+ ∩ H(Q) et H(Q)+ = H(R)+ ∩ H(Q). Si A est un sous-
ensemble d’un espace topologique, on note A son adhe´rence.
Soient GQ un groupe alge´brique connexe et semi-simple de´fini sur Q et
G = GQ(R)
+. On suppose que les groupes de points re´els des facteurs Q-
simples de GQ ne sont pas compacts. Soit Γ un sous-groupe arithme´tique de
G et Ω = Γ\G. On note P (Ω) l’ensemble des mesures de Borel de probabilite´
sur Ω.
Soit H l’ensemble des sous-groupes de Lie ferme´s connexes H de G tels
que:
1) H ∩ Γ est un re´seau de H . En particulier Γ\ΓH est ferme´ et on note
µH ∈ P (Ω) sa mesure H-invariante normalise´e.
2) Le sous-groupe L de H engendre´ par les sous-groupes unipotents a` un
parame`tre de G contenus dans H agit ergodiquement sur Γ\ΓH par rapport
a` µH .
Pour H ∈ H, on notera L(H) (ou L si il n’y a pas de confusion possible) le
sous-groupe de H engendre´ par les sous-groupes unipotents a` un parame`tre
de G contenus dans H .
Lemme 2.1 Soient H ∈ H et L = L(H) le sous-groupe associe´.
a) Soit Γ\ΓL l’adhe´rence de Γ\ΓL dans Γ\G. Alors Γ\ΓL = Γ\ΓH.
b) Dans cette situation H est le plus petit sous-groupe de Lie ferme´ de G
tel que Γ\ΓL = Γ\ΓH.
c) Il existe un Q-sous-groupe alge´brique HQ de GQ tel que H = HQ(R)
+.
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Preuve. Notons tout d’abord que d’apre`s les travaux de Ratner [12] [13],
il existe un plus petit sous-groupe de Lie ferme´ H ′ de G tel que L ⊂ H ′ et
Γ\ΓL = Γ\ΓH ′. D’apre`s [10] (prop 2.1), H ′ ∈ H.
Par ailleurs L est un sous-groupe normal de H et agit ergodiquement sur
Γ\ΓH . Il existe donc une orbite sous L qui est dense. Il existe donc h ∈ H
tel que
Γ\ΓH = Γ\ΓhL = Γ\ΓhLh−1h = Γ\ΓLh.
On en de´duit que Γ\ΓL = Γ\ΓH ; ce qui prouve (a).
Par minimalite´ de H ′, on a H ′ ⊂ H . D’apre`s [15] (prop 3.2) si HQ de´signe
le plus petit Q-sous-groupe de GQ tel que L ⊂ HQ(R), on a HQ(R)+ = H =
H ′. Ceci prouve donc (b) et (c).
Si E est un sous-ensemble de G, on de´finit le groupe de Mumford-Tate
de E, note´MT (E), comme le plus petit Q-sous-groupe alge´brique HQ de GQ
tel que E ⊂ HQ(R). Si H ∈ H et L = L(H) alors H = MT (L)(R)+. On
retiendra le lemme suivant duˆ a` Shah.
Lemme 2.2 (Shah) Soient H ∈ H et L = L(H).
a) Le radical N de L est unipotent et L est un produit semi-direct
L = NS
pour un groupe semi-simple sans facteurs compacts S.
b) Le radical de MT (L) est unipotent.
Preuve. Le (a) est de´montre´ dans [15] Lemme 2.9. Le (b) de´coule de [15]
Prop. 3.2 et du fait que Γ est un re´seau arithme´tique (c.f. [15] Remarque
3.7).
Lemme 2.3 Soit HQ un Q-sous-groupe alge´brique connexe semi-simple de
GQ. Alors HQ(R)
+ ∈ H si et seulement si pour tout facteur Q-simple H1Q
de HQ, H1Q(R) n’est pas compact.
Preuve. Remarquons tout d’abord que par un re´sultat de Cartan ([11],
prop 7.6), si F est un R-groupe alge´brique simple, simplement connexe et non
compact alors F (R) = F (R)+ est engendre´ par ses sous-groupes unipotents
a` un parame`tre. On en de´duit que si F est un R-groupe alge´brique simple
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non compact alors F (R)+ est engendre´ par ses sous-groupes unipotents a` un
parame`tre.
Supposons que HQ est sans facteur Q-simple R-anisotrope. Soit L le sous-
groupe de HQ(R)
+ engendre´ par ses sous-groupes unipotents a` un parame`tre.
Si F est un facteur simple non compact de HQ(R)
+, alors par la discussion
pre´ce´dente F ⊂ L. On en de´duit que MT (F ) ⊂ MT (L). On en de´duit
alors que MT (L) contient les facteurs Q-simples de HQ donc MT (L) = HQ.
D’apre`s les re´sultats de Ratner ([14] thm 4 p. 162), il existe H ′ ∈ H minimal
tel que L ⊂ H ′ et Γ\ΓH ′ soit ferme´ dans Ω. D’apre`s le lemme 2.1 on a
H ′ =MT (L)(R)+ = HQ(R)
+ ∈ H.
Re´ciproquement soit H = HQ(R)
+ ∈ H et L = L(H). Si HQ a un facteur
H1 Q-simple qui est R-anisotrope, alors on a un morphisme surjectf
Γ ∩H(R)+\H(R)+ −→ Γ1\H ′1(R)+
avec H ′1 isoge`ne a` H1, l’action de L(H) a` droite e´tant triviale. L’image Γ1
de Γ ∩ H(R)+ est contenu dans un sous-groupe arithme´tique ([1], cor. 7.3)
donc est finie. Ceci contredit l’ergodicite´ de l’action de L.
2.1 Mesures alge´briques.
Comme G ope`re a` droite sur Ω, on a une ope´ration induite de G sur P (Ω)
et pour µ ∈ P (Ω), on note µg son transforme´ par g. Soit µ ∈ P (Ω), on note
Λ(µ) son sous-groupe d’invariance (donc ferme´ dans G):
Λ(µ) = {g ∈ G | µg = µ}
et Supp(µ) son support. On note L(µ) le sous-groupe de G engendre´ par les
sous-groupes a` un parame`tre unipotents contenus dans Λ(µ). On dit qu’une
mesure µ ∈ P (Ω) est alge´brique si il existe x ∈ Ω tel que Supp(µ) = xΛ(µ).
On note Q(Ω) l’ensemble des µ ∈ P (Ω) tels que l’action de L(µ) sur Ω soit
ergodique par rapport a` µ. D’apre`s les re´sultats de Ratner toute mesure dans
Q(Ω) est alge´brique et d’apre`s Mozes-Shah [10] pour tout µ ∈ Q(Ω), il existe
un sous-groupe a` un parame`tre unipotent u(t) ∈ L(µ) qui agit ergodiquement
par rapport a` µ. Le re´sultat principal de [10] qui est a` la base de ce texte
est:
The´ore`me 2.4 (Mozes-Shah) Soit µi une suite de mesures dans Q(Ω) con-
vergeant vers µ ∈ P (Ω).
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a) Q(Ω) est ferme´ donc µ ∈ Q(Ω). Soit x ∈ supp(µ).
b) Soit ui(t) ⊂ L(µi) un sous-groupe unipotent a` un parame`tre agissant
ergodiquement par rapport a` µi. Soit gi ∈ G une suite convergeant vers e telle
que xgi = xi ∈ supp(µi) et telle que {xgiui(t) : t > 0} soit e´quidistribue´ par
rapport a` µi (une telle suite existe [10], p.156). Pour tout i assez grand, on
a
supp(µi) ⊂ supp(µ).gi
et
giui(t)g
−1
i ∈ L(µ).
De plus le sous-groupe de L(µ) engendre´ par les giui(t)g
−1
i pour i assez grand
agit ergodiquement par rapport a` µ.
En particulier soit Q(Ω, e), l’ensemble des mesures µ ∈ Q(Ω) telles que
Γ.e ∈ supp(µ). Les mesures de Q(Ω, e) sont les mesures H-invariantes nor-
malise´es de support Γ\ΓH pour un H ∈ H. On utilisera aussi la proposition
suivante essentiellement contenue dans Mozes-Shah [10]:
Proposition 2.5 L’ensemble Q(Ω, e) est compact pour la topologie faible.
Si µn ∈ Q(Ω, e) est une suite qui converge faiblement vers µ ∈ Q(Ω, e), alors
pour tout n assez grand supp(µn) ⊂ supp(µ).
3 Sous-varie´te´s spe´ciales des varie´te´s de Shimura.
3.1 Pre´liminaires
Soit S = ResC/RGmC le tore de Deligne, une donne´e de Shimura est un
couple (GQ, X) ou` GQ est un groupe re´ductif sur Q et X ∈ Hom(S, GR) est
une classe de G(R)-conjugaison ve´rifiant les “conditions de Deligne” [3], [4]:
a) Pour tout α ∈ X la repre´sentation adjointe Lie(GR) est de type
{(−1, 1), (0, 0), (1,−1)};
en particulier α(GmR) ⊂ Z(GR).
b) L’involution int(α(
√−1)) est une involution de Cartan du groupe ad-
joint GadR .
c) Le groupe GadQ n’a pas de Q-facteur R-anisotrope.
6
On suppose dans la suite de cette section que GQ est adjoint. Pour tout
α ∈ X , le groupe de Mumford-Tate MT (α) est de´fini comme le plus petit
Q-sous-groupe de GQ tel que l’on ait une factorisation de α via MT (α)R.
(Noter que ce groupe est donc connexe). Quand T = MT (α) est un tore,
on dit que α est spe´cial; comme T (R) est contenu dans le centralisateur de
α(
√−1) qui est compact, on en de´duit que T (R) est compact.
De´finition 3.1 Une sous-donne´e de Shimura (HQ, XH) de (GQ, X) est une
donne´e de Shimura telle que HQ est un Q-sous-groupe alge´brique de GQ et
XH la H(R)-classe de conjugaison d’un morphisme α : S → GR, α ∈ X se
factorisant par HR.
Proposition 3.2 Soit HQ un Q-sous-groupe alge´brique de GQ semi-simple
connexe et sans Q-facteur R-anisotrope. On suppose qu’il existe α : S→ GR,
α ∈ X se factorisant par HR. Soit XH la H(R)-classe de conjuguaison de α.
Alors (HQ, XH) est une sous-donne´e de Shimura de (GQ, X).
Nous ve´rifions les conditions (a), (b) et (c) des donne´es de Shimura. Soit
h = Lie H(R), g = Lie G(R), C = α(
√−1) ∈ H(R); alors C2 est central
dans H(R). La condition (a) de´coule du fait que h est un sous-espace de g
invariant par S.
Pour (b), H e´tant semi-simple, il nous suffit de ve´rifier que int(C) est
une involution de Cartan de HR. D’apre`s ([4], 1.1.15), il suffit d’exhiber
une repre´sentation re´elle V de H(R), fide`le et C-polarisable au sens suiv-
ant: il existe une forme biline´aire B sur V , invariante, telle que B(X,CY )
soit syme´trique et de´finie positive. On prend V = g pour la repre´sentation
adjointe et B e´gale a` la forme de Killing. Enfin (c) est vrai par hypothe`se.
3.2 Sous-varie´te´s de type de Hodge
On note A l’anneau des ade`les de Q et Af l’anneau des ade`les finis. Soit
(G,X) une donne´e de Shimura (G n’e´tant pas ne´cessairement adjoint) et K
un sous-groupe compact ouvert de G(Af ), on note
ShK(G,X)(C) = G(Q)\X ×G(Af)/K
et [x, gK] l’image de (x, gK) ∈ X ×G(Af) dans ShK(G,X)(C).
Soit X+ une composante connexe de X ; X+ est une Gad(R)+-classe
de conjugaison d’un morphisme had : S → GadR et X+ est un domaine
7
syme´trique hermitien. Soit K∞ le fixateur de h
ad(
√−1) dans Gad(R)+. Soit
K∞,+ la pre´image de K∞ par l’application adjointe, on a alors un isomor-
phisme
X+ ≃ G(R)+/K∞,+ ≃ Gad(R)+/K∞. (1)
et
ShK(G,X)(C) = G(Q)+\X+ ×G(Af)/K. (2)
On note encore [x, gK] l’image de (x, gK) ∈ X+×G(Af) dans ShK(G,X)(C).
Nous aurons besoin de la de´finition des ope´rateurs de Hecke dans ce cadre
(voir par exemple [9] 1.6.1).
De´finition 3.3 Soient g ∈ G(Af) et Kg = K ∩ gKg−1. La correspondence
de Hecke Tg sur ShK(G,X)(C) est de´finie par le diagramme
ShK(G,X)(C)←pi1 ShKg(G,X)(C) pi2 → ShK(G,X)(C).
ou` pi1 est donne´ par l’inclusion Kg ⊂ K et pi2 est l’application
[x, θ]→ [x, θg].
Soit Z une sous-varie´te´ de ShK(G,X)(C), on note Tg.Z le cycle pi2∗pi
∗
1Z de
ShK(G,X)(C). On dit que Tg.Z est le translate´ de Z par l’ope´rateur de
Hecke Tg.
Soit RG,K un syste`me de repre´sentants de G(Q)+\G(Af)/K, alors RG,K
est fini et
ShK(G,X) = ∪g∈RG,KΓg\X+ (3)
ou`
Γg = G(Q)+ ∩ gKg−1.
Si Γ′g de´signe l’image par l’application adjointe de Γg on a un isomorphisme
Γ′g\X+ = Γg\X+
ou` les groupes Γg et Γ
′
g agissent de manie`re naturelle via les isomorphismes
de l’e´quation (1).
On suppose dans la suite de cette section que G = Gad est un groupe
adjoint donc que X+ est une G(R)+ classe de conjugaison de morphismes de
S→ GR
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et Γg = G(Q)
+ ∩ gKg−1.
Soit (H,XH) une sous-donne´e de Shimura. Si KH = K ∩ H(Af), on
dispose d’un morphisme induit de varie´te´s de Shimura
ψ : ShKH (H,XH)(C) −→ ShK(G,X)(C).
On choisit alors un syste`me de repre´sentant RH,K de
H(Q)+\H(Af)/KH ,
on a donc
ShKH(H,XH)(C) = ∪λ∈RH,K∆λ\X+H
avec ∆λ = H(Q)+ ∩ λKHλ−1.
De´finition 3.4 Avec les notations pre´ce´dentes, une sous-varie´te´ de la forme
ψ(∆λ\X+H) est appele´e sous-varie´te´ de type Shimura de ShK(G,X)(C). Une
composante irre´ductible d’un translate´ par un ope´rateur de Hecke d’une sous-
varie´te´ de type Shimura de ShK(G,X)(C) est appele´e sous-varie´te´ de type de
Hodge.
Le but de cette partie est de de´crire les sous-varie´te´s de type de Hodge
dans le langage des espaces localement syme´triques hermitiens. Le lemme
suivant qui montre la faible diffe´rence entre les notions de sous-varie´te´ de type
Shimura et sous-varie´te´ de type de Hodge nous permettra de nous ramener
toujours dans la suite a` des sous-varie´te´s de type Shimura.
Lemme 3.5 Soit M une sous-varie´te´ de type de Hodge de ShK(G,X)(C).
Il existe β ∈ RG,K et une sous-varie´te´ de type Shimura M1 tels que M est
une composante irre´ductible de Tβ .M1.
Preuve. Il existe une sous-donne´e de Shimura (H,XH) et λ ∈ G(Af )
tels que M est l’image de XH × λK dans ShK(G,X)(C). On peut e´crire
λ = γβk avec γ ∈ G(Q)+, β ∈ RG,K et k ∈ K. Soient Hγ = γ−1Hγ et
Xγ la Hγ(R)-classe de conjugaison de γ
−1.x0 pour un x0 ∈ XH , (Hγ , Xγ)
est une sous-donne´e de Shimura et M est aussi l’image de Xγ × βK dans
ShK(G,X)(C). On en de´duit que M est une composante irre´ductible de
Tβ.ShK∩Hγ(Af )(Hγ, Xγ)(C).
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Lemme 3.6 Pour λ ∈ RH,K, il existe un unique β ∈ RG,K tel que λ = γβk
avec γ ∈ G(Q)+ et k ∈ K. On a alors
ψ(∆λ\X+H) ⊂ Γβ\X+
Preuve. On a pour tout x ∈ X+H
ψ([x, λKH ]) = [x, λK] = [x, γβK] = [γ
−1x, βK].
Ceci termine la preuve quand on a remarque´ que les e´le´ments de ∆λ\X+H
sont ceux de la forme [y, λKH] (y ∈ X+H) et ceux de Γβ\X+ sont ceux de la
forme [y, βK] avec y ∈ X+.
Fixons x0 ∈ X+H de sorte que
X+H = H(R)+.x0 ⊂ X+ = G(R)+.x0.
Soient x1 = γ
−1.x0 ∈ X et Hγ = γ−1Hγ. On a Hγ(R) = γ−1H(R)γ et on
note
XHγ = Hγ(R).x1
la Hγ(R)-classe de conjugaison de x1 alors
X+Hγ = Hγ(R)+.x1
est une composante connexe de XHγ .
On note ψλ l’inclusion naturelle
ψλ : X
+
Hγ
−→ X+.
Lemme 3.7 a) L’application ψλ induit par passage au quotient une applica-
tion (encore note´e ψλ)
ψλ : γ
−1∆λγ\X+Hγ −→ Γβ\X+,
et
ψλ(γ
−1∆λγ\X+Hγ ) = ψ(∆λ\X+H).
b) On a γ−1∆λγ ⊂ Γβ et
γ−1∆λγ = Hγ(Q)+ ∩ Γβ = Hγ(R)+ ∩ Γβ .
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Preuve. Comme γ−1λ = βk, on a
γ−1∆λγ = Hγ(Q)+ ∩ βkKHβ−1 ⊂ Γβ.
Ceci prouve a` la fois la premie`re partie du (a) et du (b). Par ailleurs d’apre`s
la preuve du lemme 3.6
ψ(∆λ\X+H) = {[γ−1h.x0, βK], h ∈ H(R)+}
d’ou`
ψ(∆λ\X+H) = {[h.x1, βK], h′ ∈ Hγ(R)+} = ψλ(γ−1∆λγ\X+Hγ).
Comme Γβ ⊂ G(Q), on a
Hγ(Q)+ ∩ Γβ = Hγ(R)+ ∩ Γβ.
On a
γ−1∆λγ = Hγ(Q)+ ∩ βkKHk−1β−1 (4)
et
Hγ(Q)+ ∩ Γβ = Hγ(Q)+ ∩ βKβ−1.
Un e´le´ment θ ∈ Hγ(Q)+ ∩ Γβ peut donc s’e´crire
θ = βk1β
−1 = γ−1hγ
avec k1 ∈ K et h ∈ H(Q)+. On a donc
k−1k1k = λ
−1hλ ∈ H(Af) ∩K = KH
et θ ∈ Hγ(Q)+ ∩ βkKHk−1β−1. Ceci termine la de´monstration du lemme au
vu de l’e´quation (4).
Re´sumons l’information qui nous sera utile dans la suite sous la forme:
Proposition 3.8 On suppose toujours que GQ est adjoint et on fixe β ∈
RG,K. On pose Γ = Γβ de sorte que S0 = Γ\X+ est une composante
irre´ductible de ShK(G,X)(C).
Soit M une sous-varie´te´ de type Shimura de S0, alors M est l’image dans
S0 d’une varie´te´ M
′ = ∆H\X+H ou` HQ est un un Q-sous-groupe de GQ tel
que :
1) ∆H = H(R)+ ∩ Γ est un re´seau arithme´tique de H(R)+.
2) Il existe un sous-groupe compact maximal K∞ de G(R)
+ tel que
K∞ ∩H(R)+ est un compact maximal de H(R)+ et
X+H ≃ H(R)+/K∞ ∩H(R)+.
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On a aussi une re´ciproque utile a` cette proposition:
Proposition 3.9 Soit HQ un Q-sous groupe re´ductif ve´rifiant les 2 pro-
prie´te´s de la proposition 3.8 avec K∞ = Cent(α(
√−1)) pour un α ∈ X
tel que MT (α) ⊂ HQ soit un tore, alors l’image M de ∆H\X+H dans S0 est
une sous-varie´te´ de type de Hodge.
Preuve. La sous-varie´te´ M est totalement ge´ode´sique dans S0 et contient un
point spe´cial, par les re´sultats de Moonen ([8] thm 4.3), c’est une sous-varie´te´
de type de Hodge.
4 Preuve des The´ore`mes
4.1 Sous-varie´te´s fortement spe´ciales
Soient (G,X) une donne´e de Shimura avec G adjoint, K un sous groupe
compact ouvert de G(Af) et S = ShK(G,X)(C). Une sous-varie´te´ fortement
spe´ciale est une composante irre´ductible d’un translate´ par un ope´rateur de
Hecke d’une sous-varie´te´ de Shimura ShK∩H′(Af )(H
′, XH′)(C) ou`
a) H ′ est semi-simple.
b) H ′ n’est pas contenu dans un Q-sous-groupe parabolique propre de
GQ.
D’apre`s ([6], lemme 5.1), la condition (b) est e´quivalente aux conditions
(b’) ou (b”) suivantes:
b’) Tout Q-sous-groupe alge´brique de GQ contenant HQ est re´ductif
b”) Le centralisateur ZG(H) de HQ dans GQ est Q-anisotrope.
Plus ge´ne´ralement si on ne suppose plus G adjoint, soient (G,X) une
donne´e de Shimura et K ⊂ G(Af) un sous-groupe compact ouvert. Soit
(Gad, Xad) la donne´e de Shimura adjointe ([9] 1.6.7). Soit Kad un sous-
groupe compact ouvert contenant l’image par l’application adjointe de K; le
morphisme induit de S = ShK(G,X)(C) vers S
ad = ShKad(G
ad, Xad)(C) est
fini et d’apre`s [5] (proposition 2.2) une sous-varie´te´ Z de S est de type de
Hodge si et seulement si son image Zad dans Sad l’est. On dit alors que Z
est fortement spe´cial si Zad l’est.
On suppose de nouveau G adjoint. On fixe encore β ∈ RG,K . On pose
Γ = Γβ et S0 = Γ\X+. On rappelle que l’on a pu de´finir avec les meˆmes
notations dans la section 2 un ensemble de sous-groupes de Lie connexes de
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G(R)+ note´ H. Si Ω = Γ\G(R)+, on a aussi de´fini des ensembles de mesures
de probabilite´s
Q(Ω, e) ⊂ Q(Ω) ⊂ P (Ω).
D’apre`s la proposition 3.8, une sous-varie´te´ fortement spe´ciale de S0 as-
socie´e a` une sous-donne´e de Shimura (H ′, XH′) de (G,X) est (a` translation
par un ope´rateur de Hecke pre`s) l’image d’une varie´te´ de la forme ∆H\X+H
ve´rifiant les conditions de la proposition 3.8 pour un groupe HQ qui est un
conjugue´ de H ′Q par un e´le´ment de G(Q). On en de´duit que H ve´rifie les
meˆmes proprie´te´s a) et b) que H ′. Par abus de notation, on e´crira souvent
∆H\X+H pour son image dans S0.
Remarque 4.1 Le sous-groupe HQ, associe´ a` une sous-varie´te´ spe´cialeM =
∆H\X+H n’est bien de´fini qu’a conjugaison pre`s par un λ ∈ Γ. Si X+H =
H(R)+.x0 pour un x0 ∈ XH , on note Hλ = λHQλ−1, x1 = λ.x0, X+Hλ la
Hλ(R)+-classe de conjugaison de x1 et ∆Hλ = Γ ∩ Hλ(R)+. Alors Hλ a les
meˆmes proprie´te´s que H et M est aussi l’image de ∆Hλ\X+Hλ.
Par ailleurs d’apre`s le lemme 2.3 et la condition c) de Deligne pour les varie´te´s
de Shimura (rappelle´ au de´but de la section 3.1), on a H(R)+ ∈ H.
Soit M = ∆H\X+H une sous-varie´te´ fortement spe´ciale de type Shimura.
Soit α ∈ X+ se factorisant par HR. S’il existe un sous-groupe de Lie con-
nexe F ∈ H tel que HQ(R)+ ⊂ F , on sait (d’apre`s le lemme 2.1) qu’il existe
un Q-sous-groupe H ′Q tel que F = H
′(R)+. D’apre`s la proprie´te´ (b) des
sous-varie´te´s fortement spe´ciales, H ′Q est re´ductif (sinon H
′
Q donc HQ serait
contenu dans un Q-parabolique propre. Soit X+H′ la H
′(R)+-classe de conju-
gaison de α et ∆H′ = Γ ∩H ′(R)+.
Lemme 4.2 La sous-varie´te´ M ′ = ∆H′\X+H′ est fortement spe´ciale et
M ⊂M ′.
Preuve. On a vu que H ′Q est re´ductif. Comme H
′
Q(R)
+ ∈ H, on
sait d’apre`s les lemmes 2.2 et 2.3 que H ′Q est semi-simple sans Q-facteur
simple compact. D’apre`s la proposition 3.2, (H ′, XH′) est une sous-donne´e
de Shimura, on en de´duit par la proposition 3.9 que M ′ est une sous-varie´te´
de type de Hodge. L’assertion M ⊂M ′ est claire.
On rappelle que pour tout F ∈ H on dispose d’une mesure de probabilite´
associe´e µF sur ZF = Γ\ΓF ≃ Γ ∩ F\F . En particulier si M = ∆H\X+H est
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une sous-varie´te´ fortement spe´ciale de type Shimura, comme HQ(R)
+ ∈ H,
on dispose d’une mesure de probabilite´ µH = µH(R)+ sur
ZH = ZH(R)+ = H(R)
+ ∩ Γ\H(R)+.
Par ailleurs soit α ∈ X+ tel que T = MT (α) ⊂ HQ est un tore. Alors
K∞ = Cent(α(
√−1)) est un compact maximal de G(R)+,
K∞ ∩H(R)+
est un compact maximal de H(R)+ et
X+H = H(R)+/K∞ ∩H(R)+.
Alors K∞ ∩ H(R)+ est un compact maximal de H(R)+ et comme K∞
agit transitivement sur H(R)+/H(R)
+ on dispose d’un isomorphisme
H(R)+/K∞ ∩H(R)+ −→ X+H .
On en de´duit en composant les applications naturelles
ZH = H(R)
+ ∩ Γ\H(R)+ −→ H(R)+ ∩ Γ\X+H
et
H(R)+ ∩ Γ\X+H −→ M = H(R)+ ∩ Γ\X+H
une application piH,α : ZH −→ M . Par ailleurs comme M est un espace lo-
calement syme´trique hermitien, on dispose surM d’une me´trique ka¨hlerienne
et d’une mesure de probabilite´ associe´e µM . On a alors
(piH,α)∗µH = µM . (5)
On remarque que piH,α est la restriction a` ZH de l’application
piα : Γ\G(R)+ −→ Γ\X+ (6)
Γg −→ Γg.α
Plus ge´ne´ralement pour tout β ∈ X+H , on a piβ(ZH) =M et piβ∗µH = µM .
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4.2 Sous-varie´te´s fortement spe´ciales et retour vers les
compacts.
Nous gardons les notations de la partie pre´ce´dente. La proposition suivante
est une forme faible d’un re´sultat duˆ a` Dani et Margulis ([2] the´ore`me 2)
Proposition 4.3 Il existe un ensemble compact C de Γ\G(R)+ tel que pour
tout sous-groupe unipotent a` un parame`tre W = (ut)t∈R et tout g ∈ G(R)+,
si
Γ\ΓgW ∩ C = ∅
alors il existe un Q-sous-groupe parabolique propre P de GQ tel que
gWg−1 ⊂ P (R).
On en de´duit tout d’abord:
Lemme 4.4 Soient FQ un Q-sous-groupe semi-simple tel que F (R)
+ ∈ H et
g ∈ G+(Q) tels que
Γ\ΓgF (R)+ ∩ C = ∅.
Il existe alors un Q-sous-groupe parabolique propre P de GQ tel que FQ ⊂ P .
Preuve. Soit L = L(F ) le sous-groupe de F (R)+ engendre´ par les sous-
groupes unipotents a` un parame`tre de G(R)+ qui sont contenus dans F (R)+.
On a alors FQ = MT (L) (voir la discussion apre`s le lemme 2.1. Fixons un
sous-groupe a` un parame`tre
W = (ut)t∈R ⊂ L
tel que W n’est contenu dans aucun sous-groupe normal de L(F ).
Pour tout h ∈ F (R)+
Γ\ΓghW ∩ C ⊂ Γ\ΓgF (R)+ ∩ C = ∅
D’apre`s la proposition 4.3, pour tout h ∈ F (R)+, il existe un Q-parabolique
propre Ph tel que
ghWh−1g−1 ⊂ Ph(R).
Comme l’ensemble des paraboliques sur Q est de´nombrable, il existe un Q-
parabolique propre P0 et un ensemble A ⊂ F (R)+ de mesure positive (pour
la mesure de Haar sur F (R)+) tel que pour tout h ∈ A:
ghWh−1g−1 ⊂ P0(R).
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Comme l’ensemble des h ∈ F (R)+ tels que ghWh−1g−1 ⊂ P0(R) est un sous-
ensemble de Zariski de F (R)+ de mesure positive, par connexite´ de F (R)+
on en de´duit que pour tout h ∈ F (R)+
ghWh−1g−1 ⊂ P0R.
Comme W n’est contenu dans aucun sous-groupe normal de L on en de´duit
que
gLg−1 ⊂ P0R.
Soit P = g−1P0g, on a L ⊂ PR donc
FQ =MT (L) ⊂ P.
Ceci termine la preuve du lemme car P est un Q-parabolique propre.
Lemme 4.5 Il existe un compact C ′ de Γ\X+ tel que si ∆F\X+F est une
sous-varie´te´ fortement spe´ciale de type Shimura alors
∆F\X+F ∩ C ′ 6= ∅ (7)
Preuve. Soit Ω un compact de G(R)+ contenant l’origine e comme point
interieur. On note
C1 = C.Ω = {cω, c ∈ C, ω ∈ Ω},
c’est encore un compact de Γ\G(R)+. Pour tout x ∈ X+, on note comme
pre´ce´demment pix l’application associe´e de Γ\G(R)+ vers Γ\X+. On fixe
x0 ∈ X+ et on note C ′ = pix0(C1). On remarque que pour tout ω ∈ Ω, si on
note xω = ω.x0 alors
pixω(C) ⊂ C ′.
Soit x ∈ X+F de sorte que X+F = F (R)+.x. Comme G(Q)+ est dense dans
G(R)+, il existe ω ∈ Ω et γ ∈ G(Q)+ tels que x = γω.x0. Soit FγQ = γ−1FQγ.
On a alors X+F = F (R)+γ.xω et
∆F\X+F = pixω(Γ\ΓγFγ(R)+).
Si ∆F\X+F ∩ C ′ = ∅ alors a` fortiori ∆F\X+F ∩ pixω(C) = ∅ et finalement
Γ\ΓγFγ(R)+ ∩ C = ∅.
Par le lemme 4.4, on en de´duit que FγQ ⊂ P pour unQ-sous-groupe parabolique
propre P . Ceci est impossible par la proprie´te´ (b) des sous-varie´te´s fortement
spe´ciales.
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4.3 Preuve du the´ore`me
On dispose de tous les outils pour de´montrer le re´sultat principal de ce texte:
The´ore`me 4.6 Soient (G,X) une donne´e de Shimura, K ⊂ G(Af) un
sous-groupe compact ouvert et S = Γ\X+ une composante irre´ductible de
ShK(G,X)(C) pour un Γ = Γβ, β ∈ RG,K . Soit Sn une suite de sous-
varie´te´s fortement spe´ciales de S. Soit µn la mesure de probabilite´ associe´e
a` Sn. Il existe une sous-varie´te´ fortement spe´ciale M et une sous-suite µnk
qui converge faiblement vers la mesure µM canoniquement associe´e a` M . De
plus M contient Snk pour tout k assez grand.
Remarque 4.7 Sans la condition (a) des sous-varie´te´s fortement spe´ciales
le the´ore`me peut eˆtre mis en de´faut, par exemple pour des suites de tores
Hn de´finissant des points CM. De meˆme si (b) n’est pas ve´rifie´ pour un
groupe HQ, on peut d’apre`s la condition e´quivalente (b”) trouver une suite
zn ∈ ZG(H) telle que l’image de zn dans Γ ∩ ZG(H)\ZG(H)(R) n’a pas de
sous-suite convergente. Soit α : S → GR se factorisant par HR et Xn la
H(R)-classe de conjuguaison de zn.α; alors (H,Xn) est une sous-donne´e de
Shimura. On peut ve´rifier que la suite de mesures canoniques µn sur la
sous-varie´te´ spe´ciale Γ ∩H\X+n n’a pas de sous-suite convergente.
Preuve. On peut tout d’abord supposer que G est adjoint. Cela re´sulte
des de´finitions de sous-varie´te´s fortement spe´ciales en termes de la donne´e de
Shimura adjointe (Gad, Xad) et de compatibilite´s e´videntes pour les mesures
canoniques des sous-varie´tes fortement spe´ciales de S et de
Sad = ShKad(G
ad, Xad)(C).
On peut supposer que les Sn sont des sous-varie´te´s de type Shimura.
En effet par le lemme 3.5, en extrayant au besoin une sous-suite, on peut
supposer qu’il existe λ ∈ RG,K tel que Sn est une composante irre´ductible
de Tλ.S
′
n pour une sous-varie´te´ fortement spe´ciale S
′
n de type Shimura. Le
re´sultat pour Sn se de´duit alors de celui pour S
′
n.
Soit donc Sn une suite de sous-varie´te´ fortement spe´ciales de type Shimura
de S. SoitHn,Q desQ-sous groupes associe´s. Soit αn ∈ X+ tel queMT (αn) =
Tn soit un Q-tore contenu dans Hn,Q. On note alors X
+
n la Hn(R)+ classe de
conjugaison de αn et ∆n = Γ ∩Hn(R)+ de sorte que Sn = ∆n\X+n .
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Lemme 4.8 Il existe une suite λn ∈ Γ telle que si l’on note Hn,λn et X+n,λn
les conjugue´s de Hn et X
+
n de´finis par le proce´de´ de´crit dans la remarque 4.1,
alors en passant au besoin a` une sous-suite, Il existe une suite βn ∈ X+n,λn
qui converge vers β ∈ X+.
D’apre`s le lemme 4.5, il existe un compact C ′ de Γ\X+ tel que pour tout
n ∈ N,
∆n\X+n ∩ C ′ 6= ∅
Soit donc tn ∈ Γn\X+n ∩ C ′. On peut supposer en passant au besoin a` une
sous-suite que tn −→ t ∈ C ′. Soit
θ : X+ −→ Γ\X+
la projection. Les composantes irre´ductibles des images inverses par θ de Sn
sont de la forme λ.X+Hn = X
+
Hn,λ
pour un λ ∈ Γ. On peut donc en conjuguant
au besoin Hn par un λn ∈ Γ choisir des releve´s par θ convenables βn ∈ XHn,λn
de tn dans un domaine fondamental fixe pour l’action de Γ sur X
+. Alors la
suite βn −→ β pour un releve´ β convenable de t.
On peut sans perte de ge´ne´ralite´ supposer que Hn = Hn,λn. On a vu que
Hn,Q(R)
+ ∈ H. Pour tout n on note µ′n la mesure de Q(Ω, e) de support
Γ\ΓHn(R)+.
D’apre`s la proposition 2.5, au besoin en passant a` une sous-suite, on peut
supposer que µ′n converge faiblement vers une mesure µ
′ ∈ Q(Ω, e). De plus
pour tout n assez grand on a
supp(µn) = Γ\ΓHn(R)+ ⊂ supp(µ′).
D’apre`s la description de Q(Ω, e) donne´e avant la proposition 2.5 et le lemme
2.1, il existe F ∈ H et un Q-sous-groupe alge´brique HQ tel que F = HQ(R)+,
HQ = MT (F ) et µ
′ est la mesure H(R)+-invariante de support supp(µ) =
Γ\ΓH(R)+. On en de´duit donc que
Γ\ΓHn(R)+ ⊂ Γ\ΓH(R)+.
On en de´duit que Lie(Hn(R)
+) ⊂ Lie(H(R)+) puis par connexite´ que
Hn(R)
+ ⊂ H(R)+.
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Finalement on obtient
Hn,Q =MT (Hn(R)
+) ⊂ HQ =MT (H(R)+).
Pour tout n assez grand, on a donc
Tn =MT (αn) ⊂ Hn,Q ⊂ HQ,
et la H(R)+-classe de conjugaison de αn est inde´pendante de n. On la note
X+H . Soit ∆H = Γ ∩ H(R)+. D’apre`s le lemme 4.2, M = ∆H\X+H est une
sous-varie´te´ fortement spe´ciale et pour tout n assez grand
Sn ⊂ ∆H\X+H .
On termine la de´monstration de la manie`re suivante: pour tout n ∈ N,
on a vu que piβn∗µ
′
n = µn. Comme βn → β, piβn converge simplement et
uniforme´ment sur tout compacts vers piβ et piβ∗µ
′ = µM . Soit f une fonction
continue a` support compact sur Γ\X+. On a
µn(f)−µM(f) = µ′n(fpiβn)−µ′(fpiβ) = µ′n(fpiβn)−µ′n(fpiβ)+µ′n(fpiβ)−µ′(fpiβ).
Comme µ′n converge faiblement vers µ
′, µ′n(fpiβ)− µ′(fpiβ) tend vers 0. Par
la convergence uniforme sur les compacts de piβn vers piβ et le fait que les µn
sont des mesures de probabilite´s, µ′n(fpiβn)− µ′n(fpiβ) converge aussi vers 0.
On en de´duit donc que µn(f)−µM(f) converge vers 0, donc que µn converge
faiblement vers µM .
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